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1 Introducao

O fisico holandés Johannes Diderik van der Waals, vencedor do prémio Nobel de
Fisica de 1910 “por seu trabalho sobre a equacao de estado de gases e liqtiidos”
propods, para gases reais, a equagao de estado

(p+ 1) (V=b) = RT (1)

aplicavel a 1 mol. Aqui a e b sdo as chamadas constantes de van der Waals.
Naturalmente, para a = b = 0, recupera-se a equacao de estado para gases
ideais. Note-se que a equagao de van der Waals (1) mantém a sua validade até
mesmo nos estados em que a fase gasosa e a fase liqiiida estao em equilibrio
(Ver, para isto, Landau, Lifshitz, Statistical Physics, Part 1, pg.232).

Van der Waals interpretou a constante b como o volume ocupado pelos
atomos: em gases rarefeitos este volume pode ser desprezado. A constante
a estava associada, segundo ele, a uma forga atrativa entre dois atomos. O
préprio van der Waals sugeriu, mais tarde, um potencial de interacao da forma

A
V(ir)=——exp—Br
r

onde A e B sao constantes.
Mais tarde ainda Keesom obteve o potencial

(r) = _ P
3kTrS
para duas moléculas polares (i.é, com dipolos permanentes), com dipolos de
médulos p1 e po.

Contudo, gases de moléculas nao polares também apresentam valores nao-
nulos para a constante a, de modo que uma forga mais geral do que a de Keesom
seria necessaria. Em 1930, Fritz London(Zeitschrift fir Physik,63,245(1930))
utilizou a teoria quantica das perturbacoes para obter o potencial de interacao

3hwoa

Vir) = 46

entre dois dtomos (ou moléculas) idénticos, com freqiiéncia de transi¢ao wg entre
o estado fundamental e o primeiro estado excitado, e com polarizabilidade a.
O resultado de London, que foi considerado um grande marco na aplicagao
da mecanica quantica, mostrou que ha uma forga geral de atragao entre duas
moléculas mesmo que nenhuma possua um momento de dipolo permanente. E
suficiente que um momento de dipolo possa ser induzido em cada molécula,
isto é, que cada molécula seja polarizdvel (o # 0). Além disso, a forga de
van der Waals é independente da temperatura, propriedade compartilhada pela
interacao de London, mas nao pela de Keesom.

A seguir mostraremos que a forga de van der Waals, na forma obtida por
London, pode ser atribuida a energia do ponto zero.

A leitura da conferéncia que apresentou ao receber o prémio Nobel é forte-
mente recomendada. As URL’s sao

http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1910/waals-lecture.html

http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1910/waals-bio.html



Mais curiosidades sobre as forgas de van der Waals:

http://news.nationalgeographic.com/news/2002/08/0828_020828_gecko.html
http://www.bbc.co.uk/dna/h2g2/A6378230

http://dbhs.wvusd.k12.ca.us/webdocs/Chem-History/Debye-1920/Debye-1920.html

2 Relagao com a energia do ponto zero

Quando um gas se condensa, ocorre uma notavel contracao de volume, que
revela a existéncia de forcas de coesao entre as moléculas, ou atomos. Essas
forgas sao as forcas de van der Waals.

Considere duas moléculas, que podem ser até esfericamente simétricas, na
presenca de um campo elétrico. O campo gerard, pelo mecanismo da pola-
rizagao, um momento elétrico de dipélo em cada molécula. Esses dipdlos se
atraem, e entao, nessas circunstancias, aparece a forca de coesdo. Essa coesao
cldssica, foi proposta originalmente por Debye e Keesom, em 1921. Uma vez
deformadas as moléculas, ndo ha nem mesmo mais necessidade de um campo
externo, pois o campo dos préprios dipdlos € suficiente para gerar a atragao.

Contudo, ha uma dificuldade para atomos e moléculas esfericamente simétri-
cas no estado fundamental. Num atomo assim, a deformagao o leva a um estado
excitado, o que exige uma intensidade do campo capaz de excitar o &tomo. Como
0s atomos e moléculas estao quase sempre no estado fundamental, um fenémeno
como a condensacao (com grande contragio volumétrica) deveria ser a excegao,
e nao a regra. Na realidade, porém, todos os gases, mesmo os gases nobres, que
sao dificilmente deforméveis, condensam-se, mostrando a existéncia de coesao.
Uma saida para essa dificuldade foi mostrada por Fritz London (1930), que
provou que a deformabilidade tem um segundo efeito, caracteristico da teoria
quantica.

Para descrever a interagao entre dois atomos de hidrogénio de forma bem
simples, consideremos cada um deles como um ntcleo positivo de carga e e um
elétron, de carga —e que, por acdo de um campo eletromagntico, estd oscilando
harmoénicamente em torno do nicleo fixo. No primeiro semestre mostramos que,
num modelo muito simples do atomo, se o elétron é deslocado de uma distancia
r em relagao ao nucleo, aparece sobre ele uma forga restitutiva da forma

onde a é o raio do nticleo. No caso de um modelo mais realistico, a forca ainda
terd essa expressao, mas a nao sera exatamente o raio do nicleo.

Supondo os dois dtomos idénticos, cada um deles terd, entao, por causa da
deformacao, uma energia potencial eldstica, ou seja, teremos energias potenciais
%x% para um atomo (z7 é o deslocamento do elétron em relagao ao atomo) e
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545 x3 para o outro.

Os nucleos dos dtomos estao a distancia R um do outro. Supondo, apenas
para fixar as idéias, que o atomo a esquerda tenha o elétron deslocado para a
esquerda, e que o da direita tenha o seu deslocamento para a direita, teremos



uma energia potencial elétrica dada por

e? e? e? e?

:E+R+x1+x2 _R—f—xl _R+x2

U (2)
Estaremos supondo que os dtomos estejam distantes, ou, mais precisamente,
que

R> z;parat =1,2

Podemos entao, na Eq.(2), expandir cada termo que contenha x; e xo em
série de poténcias de x;/R, o que se faz sem dificuldade usando a férmula do
binémio. Por exemplo,

e? _é L4 Tt 7175 17x1+x2+(x1+w2)2
R+zi+z2 R R R R R2

Fazendo o mesmo para /(R +z1) e €2 /(R + x3) e levando esses resultados em
Eq.(2), obtemos, ap6s uma série de cancelamentos,
2¢2
U(z1,22) = ﬁfﬁxz
que é a energia de interacao entre os dois dipdlos.
A energia total do sistema é entao dada por
p?+p3  €? 2e2x 1o

2m + 2a (331 + x2) + R3 (3)

H =

Suponhamos por um momento que o termo de interagao, ou seja, o tltimo termo
da Eq.(3), seja omitido. Entao cada dipdlo iria vibrar com a freqiiéncia

2

wo = e

am
Na presenca do termo de interagao, convém proceder assim: procuro uma mu-
danga de variaveis tal que o sistema seja reconduzido, nas novas variaveis, a
dois osciladores independentes. Isto se consegue introduzindo as varidveis

1( + x2)
rs = — (@ T
s \/i 1 2
= - +m)
pS - \/ipl p2
1( )
r, = —(r1—x
V2o

1
Pa = —=(p1—p2)

S

Com isto, o hamiltoniano do sistema se escreve
Lo 9 ey 2 e s 2
H: % (pq +pa) +% (I’s+l’a) +ﬁ (I’s 71'0‘)

ou, de forma mais clara,

1 e? 2 1 e? 2
H=— 2 LT - B L 4
2mp5+(2a+R3>x5+2mpa+ 2% R3)"a @)



Na Eq.(4) vé-se que hé dois osciladores independentes, um de coordenadas
e o outro de coordenadas x,. O primeiro tem a constante elastica dada por

(% + }%23), e o segundo a tem igual a (% — E—i) Escrevendo
ez (1 2
—\ - T3 5
. m (a + R3> (5)

A ey

vemos facilmente que as energias do sistema podem ser escritas

1 1 1 1
Enanb = ihws (ns + 2) + §hwa (na + 2) (7)

O estado fundamental desse sistema, que é a energia mais baixa que este
sistema de dip6los pode ter, é obtido pondo ng = n, = 0 (é a energia do ponto
zero do sistema). Mesmo que nao haja nenhum campo externo atuando sobre
o sistema, ele terd esta energia, pelo menos. Ela é

1
EOO - §h (ws + wa) (8)
Usando as Eqgs.(5) para explicitar os valores de wys € w,, temos

(12
EOO:th(l_mi+"'> (9)

O primeiro termo é uma constante, irrelevante. O segundo termo é da forma

2

U(R) = fnwoza—m
e é sempre negativo. Ele gera a forca
Fyw = —VU(R)
ou seja,
Fow = —hwo%zﬁ
ou

[ e2 3a? A
Fow=-h\/——R 10
am R7 (10)

que é uma forca atrativa (R é o vetor unitario na direcao radial). Esta é a
forca de van der Waals. Apesar de ser responsavel por um fato corriqueiro,
macroscopico, como a contracao volumétrica por ocasiao da condensagao, ela
é de carater quantico, o que se manifesta claramente tanto pelo fato de ser
proporcional a &, quanto pelo fato de ser uma conseqiiéncia direta da energia
do ponto zero dos osciladores harmonicos.



3 Tratamento perturbativo das forcas de van
der Waals

Para obter uma expressao para as forcas de van der Waals via teoria das per-
turbagoes, precisaremos do seguinte resultado, demonstrado no Apéndice: a
correcao de segunda ordem a energia nao perturbada, que denotaremos por W,
é dada por

n#m n

onde |m) é o estado ndo perturbado e os E; sdo as energias dos niveis nao
perturbados.

Suponhamos que os nucleos de dois dtomos de hidrogénio, um localizado na
origem, o outro no ponto com vetor de posicao R, estejam no eixo z. O elétron
do primeiro 4tomo estd em ry, e o do outro em R + ro. O hamiltoniano para
este sistema serd escrito

H = Hy+V (12)
. "2 o - ez 2
Hy = f—(v2 vz)ffff 13
0 om \V1 + V3 . (13)
A e2 €2 €2 e?
Vo= —+ - - 14
R |R+ry—riy |R—ri| |R+r9 (14)

Os atomos nao perturbados estao em seus estados fundamentais, de sorte
que o autoestado de Hy é dado por

UO(rth) = ulOO(rl)ulOO(r2) (15)

Para que o potencial 1% possa ser tratado perturbativamente, suporemos o
caso em que R > ag, onde ag ¢ o raio de Bohr, o que acarreta que 7 e % sao
ambos muito menores do que 1.

Neste caso, expandindo V em poténcias de 1/R (com o uso da férmula do
binémio de Newton) teremos, apds vérios cancelamentos, e desprezando termos

da ordem de (r/R)* e menores,
02
V=13 (T122 + Y192 — 22122) (16)
Note inicialmente que (m|V|m) = 0, pois a funcdo de onda ug(r1,r2) é uma
funcao par de ry e de ro, enquanto que V' (como mostra a Eq.(16)) é impar em
ri e em ro. Assim, o termo que iremos calcular, a correcao de segunda ordem &
energia, ¢ o termo dominante na abordagem perturbativa. Como ele dependerd
de V2, teremos uma interacao do tipo 1/R°.
Olhando, na eq.(11), a expressdo para Wa, que denotaremos por W(R),
temos
[(m[Vn)|* m|V|n
W= p—p (17)
n#m
onde vemos que W (R) é negativa, pois o numerador é positivo e o denominador
é negativo, ja que Fy < F,, para todo n # 0. Logo, trata-se de uma interagao



atrativa e proporcional a 1/R%, para grande R. Estas conclusoes permanecem
validas para qualquer par de atomos cujos estados fundamentais sejam nao-
degenerados e esfericamente simétricos.

E possivel (A. Unsold, 43,563(1927)) obter um limite superior para a quan-
tidade positiva —W (R), substituindo, em (17), todos os E, (com n # 0) pela
energia do estado excitado mais baixo para o qual (0[V|n*) é diferente de zero.
Vamos denoté-la por E,,«. De fato, neste caso teremos

SOV = 34017 )l 710) — (401710))” = (017210) — ((01710))” (18)

n#0 n

e, levando em conta que (0[V]0) = 0,

w(w) < SAVI0)

1
=B, — E, (19)

& aqu u A a imer
O estado n* é aquele em que ambos os atomos estao em estados com ndmero
quantico principal n = 2, de modo que

2

e
EO - —2%
¢ 2
E,. — -2
8(10
ou ainda )
Epe — Eo = i%o (20)

Do resultado obtido acima chega-se a

4
. e
V2 — ﬁ (I%I% —+ y%yg —+ 42%25 —+ 25611‘2y1y2 — 4I1I22’122 — 4y1y22122) (21)

Todos os termos do tipo (0]x1z2y1y2|0) sdo nulos, pois sdo fungoes fmpares de
cada coordenada. Por exemplo,

(0f19122(0) = (0]x191[0)(0]12{0) (22)
(§
(Olz15110) = K/ dxl/ dy1/ dzlmylexp—w
o e e ;
= K/ dzl/ dylyl/ dri21 expfm
- —00 —00 ap

e a integral em 1 d& zero, pois o intervalo de integracao é simétrico e o inte-
grando é fmpar. J4 os termos quadréticos, como z3x3, dao

(0l273|0) =)0]:7|0)(0]3]0) (23)

020_1 Brr? 2 4 OQd4 2r o4
(0l710) = 3 7= [ui00(r)" = 307 J, e =g (24)
0



onde usamos 5
r
u100(r) = —= exp (——)Ypo (0,
100(T) KE p( ao) 00(0, @)
Entao
(0|z7x5|0) = ag (25)

obtendo-se o mesmo valor para (0|yfy3|0) e (0|2223]0) Em conseqiiéncia,

4
N e
(0[V2)0) = Gag*ﬁ (26)
¢ 2.5
8e“q,
W(E) =z — R60 (27)

Usando o método variacional é possivel determinar um limite superior para
W(R) (Schiff, Quantum Mechanics, 3rd. edition, pg.262). Obtém-se

6e2ap
W(R) < — RGO (28)
e, portanto,
8e2a? 6e2al
- R60 <W(R) < - R60 (29)

Caélculos variacionais mais detalhados mostram que o coeficiente numérico em
W(R) é muito aproximadamente 6, 50.

4 Apéndice
Teoria das perturbacoes

Suponhamos que saibamos tudo sobre o sistema cujo hamiltoniano H,, o ha-
miltoniano nao perturbado. Nosso interesse é utilizar este conhecimento para
obter solugoes aproximadas para o sistema cujo hamiltoniano é

H=Hy+V (30)

onde V, dito a perturbagao, é pequeno. Podemos, para tornar mais simples
as dedugoes, escrever a perturbagao como AV, com A pequeno. No final dos
calculos tomaremos \ = 1.

As autofuncoes da energia de Hy, denotadas por uy(r), satisfario

I:[()’U,k == Ekuk (31)

o que identifica os Ej como sendo os niveis de energia nao perturbados.
As funcgoes de onda e niveis de energia perturbados serao escritos

Hip =W (32)
e, expandidos em séries de poténcias de A, dao

Y= o+ M1+ Nha + AP (33)
W = Wo+ AWy + NWa + \3W3 + .. (34)



e, colocados na Eq.(30), levam a

(ﬁo ¥ w) (o + M1+ ..) (Wo + AW; +..) (o + My +..)  (35)

Tgualando os coeficientes das mesmas poténcias de A, obtemos

(FIO — WO> Yo = 0 (36)
( 1o — Wo) Y1 = (Wi =V (37)
(o= Wo) e = (Wa= V)1 + Wathy (38)
( 1o — Wo) by = (W= V)o+ Wathy + Wathg  etc (39)

A primeira equagao nos diz que vy é uma das autofuncoes nao perturbadas, e
Wy é o seu autovalor. Tomemos ¥y = Uy,, € Wy = E,,. Suponhamos que ,,
nao seja degenerado.

Nas segunda das equagoes acima, podemos substituir

Y1 — ) =1 + Kb

sem violar a equacao. Escolhamos K; de modo tal que

(wlla ¢o) =0

e passemos a chamar v de 1;. Na terceira equagdo podemos substituir

e — Yy =y + Kathg

escolher K5 de forma que
(1//2a 11}0) =0

e passar a chamar 15 de 19, e assim por diante. Desta forma, teremos fungoes
s (s # 0) que satisfazem as equagdes acima e sao, todas, ortogonais a .

Nas equagoes (36) e seguintes, tomemos o produto escalar, termo a termo,
por 1y. Tomemos como exemplo a terceira delas. Teremos

(1#07 (Ho — Wo)%) = (%, (W1 — V)%) + (Yo, Watho) (40)
que tem como resultado
0=— (wo, le) + Ws (41)
ou R
Wa = (o, Vi ) (42)
e, de maneira geral,
W, = (Yo, Vibs1) (43)
Por outro lado, 11 pode ser expandida nas autofunc¢oes nao perturbadas,
P = Z agll)u” (44)



Levando (44) & segunda das equagoes (36), temos
Za (HO — ) Uy = (W1 - V) U, (45)

1 TN .
Mas agn) = 0, como conseqiiéncia de

('(/107 1/}5) =0
De (45) segue entao, sem dificuldade, tomando o produto escalar com uy, que
W _ (k[VIm) 4
S Wl R 6
ak: Em _ Ek ( )

Levando este resultado a (42),e lembrando que ¥y = ty,,

mi?1 3 3 ’“'V'm (47)

ou

m|V|k (k|V|m)

Wy =y s T (48)

k#m B Ek

ou ainda,

“ 2

|17 )|
Wem 2 BB )

k#m

que ¢ o resultado que foi usado no texto.



