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Abstract

The mathematical appendices of Landau, Lifshitz’ Quantum Mechan-

ics are famous for their elegance and power. Also, alas, by being concise
and difficult. Here we try to make them more acessible by detailing and
explaining them.
Os Apéndices Matemdticos do livro Quantum Mechanics de Landau e
Lifshitz sdo famosos por sua elegdncia e pelos métodos poderosos que
expoem. Infelizmente sao também famosos por sua concisao e dificuldade.
Neste artigo tentamos torna-los acessiveis oferecendo um tratamento mais
detalhado.

Entre as muitas exceléncias do grande livro Quantum Mechanics, de L. D.
Landau e E. M. Lifshitz[1], estd o apéndice denominado Mathematical Appen-
dices, onde, de uma forma unificada, sdo tratadas véarias das funcoes especiais
necessarias ao longo do texto. Essa unificacdo é tornada possivel pelo uso do
método de Laplace, uma genial técnica de resolugio de certas equacoes diferen-
ciais ordindrias inventada pelo grande matematico francés enquanto redigia seu
Théorie analytique des probabilités.

O método faz uso intenso da integracdo no plano complexo, o que abre
caminho para a utilizagdo do método do ponto sela, para o estudo do compor-
tamento assintotico das solugoes. E esta combinacao de técnicas que faz com
que os métodos apresentados no apéndice citado se destaquem pela elegancia e
concisao, para nao mencionar a poteéncia.

O tratamento dado por Landau é talvez excessivamente breve, o que torna o
material do apéndice acessivel para poucos. Este artigo pretende, estendendo-
se mais longamente sobre o tema, tornd-lo acessivel a um nimero maior de
estudantes.

Minha principal fonte foi o grande tratado de Edouard Goursat[2], Cours
d’Analyse Mathématique. Uma exposicdo mais detalhada e ambiciosa, escrita
com a graga de sempre, encontra-se em Hille[3], abundante em notas histéricas
e aplicagoes elegantes. Para o método do ponto sela minha referéncia preferida
é Courant, Hilbert[4]. Para saber mais sobre Laplace e seu tratado de proba-
bilidades veja o notavel Dictionary of Scientific Biographyl5] ou, mais especifi-
camente, a biografia de Laplace por Gillispie[6], um dos editores do dicionario
citado.



1 A equacao de Laplace

Laplace, ap6s ter inventado a transformacdo que leva o seu nome!, generalizou-a
de varias formas. A que nos interessa aqui, uma generalizacio para o plano com-
plexo, serve para resolver certas equagoes diferenciais ordindrias muito comuns
nas aplicagdes. Sao equacdes da forma

d dn
(a0 + boz)y + (ar +b1x)£ +...+(an+bna?)ﬁ =0 (1)

que vamos também, de forma abreviada, denotar por
F(y)=0

Vamos procurar solugoes da forma

y:/ Ze* dz (2)
c

onde Z é uma funcdo de z a determinar, e o contorno C', independente de z,
também deve ser determinado. Como veremos, a determinacdo do contorno é
parte essencial na construcdo da solucdo, e aqui estd talvez a principal inovagdo
dessa “transformada de Laplace” complexa. Note-se que

d* .
Y :/ Z2Fe* dz
c

dzk
Como
Ply) = 3o + bia) 00
Yy) = ak kT dzk
k=0
temos,
F(y) = / ZZ(ak + brx)z*e*®dz
¢ k=0
ou
F(y) = / Z (Z apz® + bkzkx> e“*dz
¢ \k=0
ou
F() = [ 2(@a+ Pyeds 3)
c
com .
Q = Z bkzk
k=0
e

n
P = E ap2®
k=0

LA famosa transformada de Laplace!




Podemos entdo escrever F'(y) como uma soma de duas integrais:

F(y):/CPZe”dz-i—/CZQwe”dz (4)

A segunda dessas integrais pode ser escrita assim:

Ty = i z — i 2T _ zmi
/CZQa:e dZ—/CZQdZe a:dz-/cdz (ZQe*™) dz /Ce - (ZQ)dz (5)

Podemos agora escolher o contorno C' de tal sorte que a primeira integral do
segundo membro se anule. De fato, trata-se da integral de uma derivada; logo,
o valor da integral ’e a diferenca dos valores do integrando nos dois extremos.
Escolhemos o contorno, entdo, ou como um contorno fechado, ou como um
contorno aberto em cujos dois extremos a funcao

V(z) = ZQe™ (6)

tenha o mesmo valor (No caso do contorno fechado isto acontece automatica-
mente). Com essa escolha de contorno,

/ ZQre *dz = —/ e“i (ZQ)dz
C C dz

Obtemos assim para a funcdo F'(y) a expressao:

Fly) = /C dz (PZ _ d%(mg)) oo 1)

Queremos determinar Z de tal forma que F'(y) = 0. Para tanto, o integrando
da Eq.(7) deve se anular. Assim,

PZ = i(ZQ) ou g

d
- 2Q = (2Q) ®)

o que nos leva a equacao diferencial

1 d P

— 2 (70)=—

701 ~(2Q) 0 (9)

Equivalentemente,
P
dlog(ZQ) = adz

elog(ZQ) = [ gdz, ou ainda,
ZQ = ef gdz

e, finalmente,



A solucao procurada é entao
I [E4.
y(x) :/ —efgd e*dz (11)
c@

ou, para maior clareza,

1 = ry
y(x) = /C aef“ et ds (12)

onde a é, por exemplo, um dos zeros de P(t).

2 O Oscilador Harmonico
Considere a equacdo
d
— —2:!7—1: +2ny =0 (13)

que aparece na solucao do problema de determinar os estados estacionarios do
oscilador harmonico. Aqui n é um nimero qualquer, ndo necessariamente um
inteiro, apesar da notagdo. Colocando-a na forma

dy d?y
b bix)— box)— =0
(a0 +boz)y + (a1 +biz) — + (a2 + boz) =
vemos que
b() =0 ag = 2n
b1 =-2 a; = 0
b2 =0 as = 1
Temos, entao,
P(z) = 2n+2°
Q) = -2
e 1 I .
_1 [ 22420 4,
VA — 3 =
(2) —22’6
e, Como
2 2 2
/dzz ten Z—+2nlogz,
z 2
_z2
ef §dz _ e—%(é—&&nlogz) — e ¢
Zn
Logo,
le s  le 7
e
Z(2) = —— =_-- 14
(2) 2z 2" 2 zntl (14)



eizT Tz
y(z) = —/CWe dz (15)

Como estamos calculando uma funcao de onda, constantes multiplicativas nao
tém importancia. Por isso, simplificamos para

dz mz—ﬁ
o) = [ e (16)

Passemos agora & determinacdo do caminho de integracdo. Como vimos, ele
deve ser tal que a funcdo Z@e** tenha o mesmo valor nos dois extremos. Essa
funcao é, neste caso,

ZQe** = e (17)

Z’I’L
Por argumentos fisicos os casos de interesse sio restritos a n > —% (Veja nota?).
Para esses valores os contornos C; e Cs das figuras abaixo sdo adequados.

N\ 4R
U/ \\/

Seja z = X +iY. O termo dominante no integrando é e=* = e~(X*=Y?)gi2XY
Para Y pequeno em médulo, e=X ’ garante que a funcdo V' se anula nas extrem-
idades de ambos os contornos.

Se n for um racional no inteiro, a origem z = 0 serd um ponto de rami-
ficacdo, e haverd cortes ao longo do eixo real. Se o corte for tomado ao longo do
semi-eixo real negativo, o primeiro contorno ndo é permitido (a curva atravessa
o corte). O segundo é aceitavel. A integragio é complicada, e ndo garante que
y(z) seja um polindémio, como é requerido. Quando n for inteiro, a situacao é
muito mais simples. Facamos, neste caso, a mudanca de varidvel

z=2(z—u)
onde introduzimos a nova variavel complexa u. Uma substituicao simples mostra

que
2

vo) = -G [ e (18)

onde 0 novo contorno C’ é descrito na figura abaixo.

2Isto quer dizer que as energias consideradas sio positivas, como é o caso para um oscilador
harmonico de energia potencial %kxﬁ



"
>/

Que o contorno deve ser este, segue dos seguintes fatos:a transformacao
é linear; uma transformacao linear transforma retas em retas e circulos em
circulos®; a particular transformacio acima inverte o sentido de percurso no
contorno e leva pequenos valores da parte imaginaria de z em pequenos valores
da parte imaginéria de u; o ponto z = 0 corresponde ao ponto v = x no novo
contorno.

Para n inteiro e x # wu o integrando ndo tem singularidades. Por isso, o
contorno pode ser deformado para

D

A integral é, entao,

Ora,

n! % e % du A
— ¢ —————=—c¢
2mi J (u—x)nti dan

onde usamos a férmula de Cauchy. Portanto,

2271'7: dn 2

Mas, uma maneira de definir os polinomios de Hermite é:

y(r) =e

n z2 d" —z?
Hn(il,') = (—1) (& w@
Logo,
yn(z) = KHp(x) (21)

onde K é uma constante arbitraria, a ser determinada posteriormente pela nor-
malizagdo da funcao de onda.

3Bem, transforma circulos em elipses, mas, no caso, a transformaco é isotrépica, e trans-
forma circulos em circulos. ..



3 O Campo Uniforme

Nada supera em importancia, na génese da mecanica Newtoniana, o problema
da queda livre, seja da maca, seja da Lua, em seu movimento em redor da Terra.
No entanto raramente se vé, num curso de mecéanica quantica, esses problemas
tratados, nem mesmo no caso simplificado de um campo gravitacional constante.
Nesta seccao vamos resolver o problema do movimento de um ponto material
sob a acdo de um campo uniforme: a queda da maca, se a altura da queda
nao for muito grande. O método de Laplace para resolver a equacio diferencial
obtida serd essencial.

Uma particula de massa m (a “magd”)se move sob a agdo de um campo
uniforme ao longo do eixo z, o que lhe d4 uma energia potencial

U(z) =—-Fx.

Logo, age sobre ela uma for¢a na direcdo z, de médulo F. O movimento da
particula é também restrito (por escolha das condigoes iniciais) ao eixo z.
A equagdo de Schrodinger para os estados estaciondrios desse sistema é:

R d%y
ou d21/}
2m
W-F?(F.T-I-E)i/l—o (23)

E conveniente introduzir a variavel adimensional

- (-+5) ()

2 (2mF\F )
dz?2  \ B2 dg?
e, apés algumas substitui¢oes simples,

d?y

d—£2+£¢:0, (25)

Temos entao

como nova equagao de Schrodinger.
Trata-se de uma equacao de Laplace. Na notacao convencional, temos

dy Py

dé &
a qual o método que vimos acima pode ser aplicado. Contudo, para aproveitar

os estudos prévios sobre uma fungéo que ird aparecer no problema (a funcéo de
Airy), vamos estudar néo a equagio acima, mas uma estreitamente ligada a ela,

Ty
de2

(a0 + bo&)y(§) + (a1 + b1§) - + (a2 + b28) =0 (26)

y(§) =0 (27)



que é muito conhecida na fisica-matemaética. Se ®(£) for solucao desta equacio,
®(—¢&) serd solucio da Eq.(25). A Eq.(35) é escrita, & maneira de Laplace,
assim:

dy d?y
(a0 + bo&)y(§) + (a1 + blf)d—f + (a2 + b2§)d—£2 =0 (28)
com ag =0,bp=—1,a1 =b; =0, by =0, ay = 1. Segue que
P(z) = 2°
Qz) = -1
e, como g =22 X
P
exp/édz = exp—% (29)

e entao

v = [ exo <£z - Z—;) az (30)

Como vimos, o contorno de integracao deve ser escolhido de maneira que a
funcao
3

V() = 2Q = exp (62 = 5) (31)

tenha valores idénticos nos dois extremos. Neste caso tomaremos um contorno
que vai ao infinito, sendo os valores de V(z) nos dois extremos iguais a zero.
Seja z = u +iv. Entdo

3
1
exp —% = exp—g(u + iv)?

= exp (—%{uﬁ’ + 3u?(iv) + u(iv)® + (z’v)3}>

1 .
= exp (—gu(u2 - 31)2) exp <—%(3u2v + v3)>

O contorno deve ser tal que a exponencial leve o integrando a zero nos dois
extremos. Para isso, devemos ter:

u > 0
e

u? =30 > 0
ou

u < 0
e

2 2
u =3 < 0
Consideremos primeiro o caso u > 0. Devemos entdo ter

(u — V3v)(u + V3v) > 0



Esta é uma regiao do plano (u,v) delimitada pelas retas

v=——=u

V3
Na figura abaixo estdo representadas essas duas retas. Sobre elas temos
u? — 3v2 = 0. Uma pequena reflexdo com ajuda da figura convencer4 o leitor de
que a regido entre as retas é aquela em que u? — 3v? > 0. A regido I é aquela
em que temos u? — 3v? > 0 e u > 0. A regido simétrica & tracejada em relacio
ao eixo v, isto é, a regido II, é aquela em que temos u? — 3v2 > 0 e u < 0.
Logo, a regido em que u? —3v? < 0 e u < 0 é a complementar dessa regido IT no
semiplano que contém o eixo real negativo, e é constituida pelas regides III e
IV. Essas regides estendem-se ao infinito, embora isto nio seja (nem possa ser!)
representado na figura. Em principio o contorno de integracdo pode comecar
em qualquer das regioes tracejadas, e terminar em qualquer outra tracejada.

Fig.1
Regides permitidas

Na figura estdo indicados, em cinza, trés contornos possiveis: C', C e C. Desses,
C5 é problematico, pois se estende na regido em que a varidvel z atinge valores
reais e positivos. Entao o termo

emz

que aparece na expressdo de y(&), pode, para x grande e positivo, complicar
a convergéncia da integral. Por isso tomamos os contornos que comecam na



regido IV e terminam na ITI. Em particular, o caminho C' pode ser ao longo
do eixo imaginario. Entao, tomando z = iv,

y() = /_0; exp <m = (ig)3>idv = z/: dv exp <m + z”—33> (32)

0 ’U3 o] ’U3
y(&) = z/ dvexp |izv+i— | + z/ dvexp | izv +i— (33)
oo 3 0 3

ou ainda

0 U3 00 U3
y(€) = —i/ dv exp (—iwv — z§> + z/ dv exp <iwv + z§>
[e%e} 0

e, finalmente,
o] ,03
y(&) = z/ dv cos <a:v + E) (34)
0

A funcao de Airy, bem conhecida na literatura matemaética, é definida por

ou

d(z) = % /OOO dv cos (% +a7v> . (35)
Logo,
P(§) = K&(=¢) (36)

3.1 Comportamento Assintético

As funcgoes descritas pelas Eqs.(35) e (36) estdo expressas como uma repre-
sentacao integral, e, sendo assim, nao se pode ter uma idéia imediata de seu
comportamento. Nos casos em que £ — 00 € £ — —oo obtém-se comportamen-
tos assintéticos mais reveladores. Vamos a eles.

Para x positivo e muito grande na func¢do de Airy (correspondendo a x
negativo e de médulo muito grande para a fungio de onda) temos de achar um
contorno de integracgdo que permita utilizar o método do ponto sela. (Veja o
Apéndice dedicado a este método).

E conveniente voltar & expressio exponencial

y(z) = /C exp <a:(t _ ;—i)> dt (37)

Pondo f(t) =t— % temos % =1- % e a condicao % = 0 implica em ¢ = £/,
que sdo os possiveis pontos sela. Na regido permitida, temos s6 o valor t = —y/x.
A seguir faremos a escolha de um caminho de integracdo que passe pelo ponto
sela e seja de maximo aclive. Na realidade, é suficiente que o caminho seja de
méaximo aclive nas vizinhancas do ponto sela. Vamos entdo expandir f(t) em

série de Taylor em torno de t = —/z. Temos,

(t+ V) &*f

£0) = (V) + (14 v Ty LV

10



as derivadas sendo calculadas no ponto ¢t = —/z. Facilmente se obtém que

e que

a’f 2

dt2 =z /T
Naturalmente a derivada primeira é zero nesse ponto, pois ele é ponto sela.
Entao,

F(0) = —3VE+ 1+ VP (39)

Para separar as partes real e imagindaria de f(t) escrevo
t=u+1iv

o que da

f(t) = —2\/54— +% (u® —0® +  + 2yTu + i (2uv + 2¢/2v))

Entdo, nas vizinhancas de t = —/z, temos:

f(t):—§ﬁ+%(u2—1;2+2\/§u) \/L_(QUU-I-Q\/_U)
f(t) = \F+7(u — 0% 4+ 2y/zu) + f

Counsidere a reta u = —/z. Ao longo dela, Im f(t) = 0. Logo, é uma curva de
maximo aclive.

v(u + V) (39)

1 2
ST+ 5

Re f(t) = 3

(z +2v2(—V7)) — (40)

1
VT
ou, simplificando,

Re ()= % -2 (41)

Entdo a linha de maior aclive é a paralela ao eixo imagindrio passando por —/z.
Pondo t = —/z + iv, temos

y(z) :/ ez(*ﬁ””)efé(fﬁﬂv)aidv (42)
3 [ ;
y(z) = ie 5°° / dve Vv 50" (43)

e podemos omitir a exponencial imaginaria do integrando, pois a parte gaus-
siana, para grandes valores de z, restringe de tal forma o trecho do contorno

11



. i3 s
que conta para a integral, que e3” pode ser substituida por seu valor em z = 0.

Entao,
L 2.8 [ —VE? . 243 s _1 _2,%
y(x) =ie 37 / dve =ije 3 — = /rz e s (44)
oo VI

Levando em conta a definicdo da funcdo de Airy, temos o comportamento
assintético

1 3
d(z) = 5;6—%6—%” (45)
Como a func¢io de onda do sistema sob a acdo do campo uniforme é
YE = @(=¢)

o comportamento assintético que obtivemos é o esperado, uma vez que, para £
negativo e de grande mdédulo, estamos na regiao classicamente inacessivel, e a
exponencial negativa é bem-vinda.
Consideremos agora o comportamento assintético para grandes valores de &,
o que corresponde, na funcdo de Airy, a x negativo e de frande médulo. Neste
df _ .
caso 4; =0 da ,
t
1-—=0
x

ou seja, t2 = z, com z negativo. Entdo,
t = +i/Ja] (46)

Aqui os dois pontos sela devem ser considerados, ja que estdo, ambos, em regides

onde a integral converge. Vamos, primeiro, ao ponto ¢t = iy/|z|. Expandindo a

funcdo f(t) =t — %% em torno do ponto sela, temos:

xr

() = /T + LV (—” '”") (47)

onde omitimos o termo contendo a derivada primeira, j4 que ela se anula no
ponto sela. Apds um cdlculo simples, obtém-se:

(1) = %z E +% (# = 2it /[l ~ |a1) <—%\/m> (48)

Usando t = u + v,

Ft) = @ (m —2u |a:|) +i (%m_ Vlal (uz —0? +20\/]7] +a:)>

X

Segue que

Re f(t) = @2114 (v - \/W) (50)

12



—EM—\QE(U2—U2+2U |a:|+a:) (51)
ou

Im f(t) \/_ ‘/E (u? —v?) +2v (52)

Ao longo da reta v = u + /[z] temos I'm f(t) = const., logo, este é o primeiro
trecho do caminho, aquele que passa pelo ponto sela t = i1/|z|.

Consideragdes inteiramente andlogas levam a conclusdo que o segundo trecho
do contorno é a reta v = —u + +/|z|, ou, mais precisamente, o segmento que
comega no eixo real, em (/|z| e vai a v = —oo. Assim, o contorno de integragio
adequado para o comportamento assintético para x negativo e de grande médulo
é o que esta representado na figura abaixo.

N
o

Contorno para o cdlculo do comportamento
assintético para z negativo, de grande

modulo.

A contribui¢do do trecho superior do contorno & integral é:

+3 - R QUZ 5
/ em(t_ﬁ)dt = Q/ due'7e ( o )6_”5‘/@ (53)
Ch |z

= geﬂ%w\/ﬁ% /7 due2Vzlv? (54)

_\/Weﬂ( lz2l+3) [_T
2 Vlal

_ \/2_711' eii(%m \z\+%)
2|z|4

13



Alguma algebra elementar leva este resultado a forma:

2T i(%£%+%)

—e o7
2l¢]3 0
onde pusemos x = —£. A contribuicdo do outro trecho é perfeitamente analoga,
dando como resultado
V2 —'(2£%+1)
AL (58)
2|¢]%
Somando as duas, temos
A . 2 3 ™
‘I’(g) = g sin <§€2 + Z) (59)

Vamos nos deter agora um pouco na interpretacao fisica do resultado, compa-
rando a solucao com a solucdo cldssica para o mesmo problema. E preciso
ressaltar que o que calculamos foram as funcoes de onda dos estados esta-
ciondrios de um corpo sob a acido de uma forca constante (queda livre, por
exemplo). Classicamente nunca, ou raramente, estudamos estados estacionarios,
0 que torna a comparacdo entre os resultados mais dificil. Para realizar esta-
dos estacionarios em queda livre na mecanica cldssica, temos que recorrer a
um conjunto de muitas particulas. Um bom modelo de queda livre em estado
estaciondrio na mecanica classica é uma cachoeira sem turbuléncia, um lencol
homogéneo de dgua em queda livre. Cada gota de dgua estard em movimento,
mas o conjunto de todas as gotas forma uma figura que, no conjunto, parece
imoével. Vamos mostrar que a solu¢do quantica que obtivemos possui algo em
comum com a solucao classica. Isto é mais facil de ver usando-se a expressao
assintética da Eq.(59).
De fato, usando a Eq.(59) temos que
sin? (%f 3+ %)
[T = |A|2T

O sistema, cldssico correspondente é uma, particula de massa m em queda livre
(ou, antes, uma enorme quantidade delas). A conservagido da energia da

(60)

2

% —mgzr =F (61)
de onde se tira 5
v=—+FE+mgx (62)
m
e, portanto,
1 1

v (63)

Para o sistema classico, a probabilidade de se encontrar a particula em torno de
uma posicdo x é inversamente proporcional a velocidade dela naquela posigao,

14



pois é diretamente proporcional ao tempo que a particula em torno da posicao.
Quanticamente esta probabilidade ¢ dada por |¥(z)|?. Comparando a Eq.(60)
com a Eq.(63), vemos que a dependéncia em % comparece nas duas.

4 Apéndice:O Método do Ponto Sela
Seja
)= [ e 7(3)dy
ofa) = [ eI (64)

onde C é um contorno aberto com a propriedade de que Re (f(z)) tenda a —oo
em ambas as suas extremidades. A partir de agora escreveremos o nimero
complexo f(z) assim, decomposto em sua parte real e imagindria:

f(2) = fr(2) +ifi(2) (65)
Consideremos valores positivos e grandes de . Como

emf(z) _ emfR(z)eixfI(z)

e [e®/1*)| = 1, 0 médulo do integrando na Eq.(64) é dado por e*/r(*). Esta
funcdo, para um dado z, varia de um valor maximo, atingido quando fg(z) é
maximo, até zero, pelo menos nos extremos. Para x > 0 e muito grande, temos
um “pico” muito elevado, de onde o valor da integral cai rapidamente para o
“vale” (regiao de baixos valores). Além disso, podemos utilizar a possibilidade
de deformar o contorno, para fazer com que ele fique “a maior parte do tempo”
nos vales, subindo ao pico pelo caminho mais ingreme. Desta maneira, apenas
uma pequena parte do contorno contribuird efetivamente para a integral. O
método do ponto sela é isto: achar o contorno mais ingreme, passando pelo pico.
Note que sdo os valores muito grandes de x que acentuam essas propriedades
extremas. Logo, o método se presta para calcular valores assintéticos.

A determinacao do caminho mais ingreme passando pelo pico pode ser feita
assim: considere as curvas de nivel de fg(z), ou seja, as curvas ao longo das
quais fg(z) é constante. O que procuramos sdo as curvas que cortem essas
curvas de nivel ortogonalmente: sdo estas as que “sobem mais rapidamente”.
Ora, essas curvas sdo, como se sabe da teoria de funcbes analiticas de uma
varidvel complexa, as curvas ao longo das quais fr(z) é constante. Logo, temos
de achar a curva dessa familia que passa pelo “pico”. No “pico” (que é o ponto
sela) temos d%fR(z) = 0. Vimos agora que, pelo caminho escolhido, f;(z) é
constante, e, portanto, d%f[(z) = 0. Logo, o ponto sela satisfaz a equacao
complexa

df_(z) =0 (66)
dz
Seja zp o ponto em que essa equacdo é satisfeita (pode haver varios). Ex-
pandindo a funcao em torno desse ponto, temos

s =g+ - () +ERN(H) @
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mais termos de ordem superior. A derivada primeira é nula, por definicdo de
ponto sela. Logo, temos, para a parte real do integrando,

(z—z0)2 (ﬁ_g)
() — grfz0)g 2 \*7/ (68)

2
com (%) > 0, ao longo do contorno, por ser um méaximo de fr(z). Logo,
E

2 e 2m)2
/ e )y = ¢n/(20) / eIt S g, (69)
c c
que, em geral, por ser a integral de uma gaussiana, pode ser calculada facilmente.

4.1 Exemplo simples

Considere a funcao

g(a) :/ e_a(z2+22}raz)dz (70)
c

onde o contorno C, ilustrado na figura, comeca e termina no eixo real, em —oo
e 0o, respectivamente.

® ia
c

A funcao é da forma

/ el (2) g,

c
com f(z) dada por
1
.2
f(Z) - 22 + a2 (71)

Um célculo simples mostra que

22 —y? +a?
(@2 — 12 + a2)? + dz2y?

fr(z) = =" + ¢ —
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enquanto que

i) = =2y (1 ! ) (73)

z? — y? 4+ a?)? + 42?y?

Como a integral converge, ja que fr(z) tende a zero para x? tendendo a infinito
com y limitado, as singularidades de g(«) sdo as singularidades do integrando.
A fungdo f(z) tem polos em z = +ia. O contorno C estd entre ia e o eixo real.
Logo, podemos deformé-lo a vontade nessa regido.

O ponto sela é determinado pela equacgao

df
R 4
7, =0 (74)
ou seja,
1
2z(1 — =
Z( (22 +a2)2) (75)
que tem a solucdo
z2=0 (76)
A derivada segunda de f(z) é
d? 2 822
/- : (77)

-4 _—_9 _
d2? T ETer  Erap

e, no ponto sela, tem o valor

(),

A familia de curvas f;(z) = cte. é muito complicada. No entanto, para a curva
y = 0 com z qualquer, temos fr(z) = 0, e, portanto, constante. Como esta
curva passa por z = 0, ela é a curva de maximo aclive procurada. Ou seja,
para o célculo do valor assintético de g(a) é conveniente deformar o contorno
de maneira a fazé-lo coincidir com o eixo real. Portanto, temos

g(a) = / "~ dge () (79)

— 00

Podemos agora expandir f(z) em torno do ponto sela. Como a derivada primeira
é nula no ponto sela, resulta que

F2) = FO) + 2 (U): (50)

o que da
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Temos entao para g(«):
g(a) ~ / e eme(1=38)2" g (82)
c
e agora a integral pode ser calculada facilmente. De fato,
gla) ~e a2 / dpe—2(1=5)2* (83)

Usando o resultado conhecido ( integral de Gauss)

/_00 dze™P7" = \/g, (84)

Q) ~ ez T 85
(@) T (55)

que é o resultado procurado, valido para grandes valores de a.

obtemos
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